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Oz

Bu g¢alismada {x;,x,, ..., X,,,} parametrik egrileriyle olusturulan R < xy, X, ..., X, >“®) kiimesinin iirete¢ kiimesi
bulunmustur. Herhangi iki egri ailesinin GL(n, R)-denklik kosullari, diferansiyel invaryantlar kullanilarak elde
edilmistir. Ayrica iirete¢ sisteminin minimal oldugu gdsterilmistir.
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Abstract

In this study, the generating system of the set R < x,x,,..,%, >°@® formed by the parametric curves
{x1, x5, ..., Xy} is obtained. The conditions of GL(n, R)-equivalence of two curve families are given by means of the

differential invariants. It is also shown that the generating system is minimal.
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1. Giris

Oklid geometrisindeki problemlerin ilk olarak
aragtirilmasindan sonra, Oklid’den daha genis
olan centro-affine, centro-equi-affine ve projektif
gibi geometrilerde, geometrik objelerin 6zellikleri
tartistlmistir. Sonra Oklid’den farkli olan temel
gruplara gore

(SL(n,R), GL(n, R), SAf f(n, R), Af f (n, R))
diferansiyel = geometrinin  calisilmas1  fikri
dogmustur. Bdylece Felix Klein’in Erlangen

programindan  sonra  farklt  geometrilerde
diferansiyel geometri calismalarina baslanmaistir.

Egrilerin denklik problemi ¢okg¢a bilinen ve uzun
yillar arastirilan bir konudur. Egrilerin denklik
probleminin diferansiyel invaryantlar kullanilarak
aragtirilmast  son yillarda Onem kazanmustir
(lzumiya ve Sano, 2000; Nadjafikhah, 2002).
Oklid uzayinda iki egrinin denkliginin, bu
egrilerin egrilik ve burulmalarina bagli oldugu
bilinmektedir. ~ Oklid  geometrisi  disindaki
geometrilerde de egrilerin denklik probleminin
arastirilmasi yapilmaktadir. Afin geometride ve alt
gruplariin bazilarinda bu problem arastirilmigtir
(Giblin ve Sano, 2012; Khadjiev ve Peksen, 2004;
Sagiroglu ve Peksen, 2010; Incesu ve Giirsoy,
2017; Peksen ve Khadjiev, 2004).

GL(n,R) grubunda da literatiirde diferansiyel
invaryantlarla ilgili ¢aligmalar mevcuttur (Olver,
2010; Gardner ve Wilkens, 1997; Sagiroglu ve
Yapar, 2016; Peksen ve Khadjiev, 2004). Afin
grubun farkl alt gruplarinda ve farkli boyutlarda
egri ailelerinin denklik problemi arastirilmistir
(Sagiroglu, 2015; Sagiroglu, 2016). GL(n,R)
grubunda egrilerin denklik problemi, iki egri i¢in

(Peksen ve Khadjiev, 2004) c¢aligmasinda
aragtirilmigtir. Ayrica (Sagiroglu ve Yapar, 2016)
da ikili egri aileleri igin ayni problem
arastirilmistir.

Bu c¢alismada GL(n,R) grubunda keyfi, sonlu
sayida egri ailelerinin denklik  problemi
aragtirllmig, bunlar i¢in bir genellestirme elde
edilmistir. Ikinci boliimde calismanin tabanini
olusturan temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir.  Ugilincii  bolimde ise  GL(n, R)
grubuna gére m tane egrinin diferansiyel
invaryantlarinin iirete¢ kiimesi elde edilmistir.
Ayrica bu diferansiyel invaryantlar kullanilarak
keyfi m egrinin, bir baska m egriye denklik
kosullar1 olusturulmustur. Son olarak, burada elde
edilen diferansiyel invaryantlarmm  cebirsel
bagimsiz yani minimal oldugu gdsterilmistir.
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2. On Bilgiler

R reel sayilar cismi ve I = (a,b), R de bir agik
aralik olsun. Bir x: I — R™ C*-donilisiimiine R"
de bir parametrik egri denir. xq, x5, ..., X, R™ de
m tane parametrik egri olsun. Bunlar1 ve sonlu
tirevlerini igeren reel katsayili bir polinom, bir
k € N igin

) Xm}
A A !
= P(X1, X2, o) Xyny X1) X2y woe s Xy -

P{xy, x5, ...

(k) (k)

olarak wverilir.
polinom denir.

Bu polinoma bir diferansiyel

[ <x1,%p, e, X >
_ Pl{xI!XZ! !xm}
PZ{xllel "'I‘xm}'

Py{x1, %5, e, X} # 0

fonksiyonuna da bir diferansiyel rasyonel
fonksiyon denir. Biitiin diferansiyel rasyonel
fonksiyonlarin kiimesi R < xq, X3, ..., X, > ile
gosterilir. Bu bir diferansiyel cisimdir.

n X n tipli biitiin kare matrislerin kiimesini M,
ile ifade edelim. M,,, matrislerin c¢arpma
islemine gore bir grup yapisina sahiptir.

GL(n,R) ={g € M« : detg # 0}

kiimesi matrislerin ¢arpma islemine gore M, xp
nin bir alt grubudur.

f<x1,%X2, 0, X >E R < Xq,%5, ...
verilsin.

Xy >

Eger keyfi g € GL(n, R) igin

f<gxi,9%, s Gxm >=f < X1,X2, o), Xy >
oluyorsa f<Xxi,%X5, 0, Xy > diferansiyel
rasyonel  fonksiyonuna  GL(n, R)-invaryanttir
denir. Bitiin GL(n, R)-invaryant diferansiyel
rasyonel fonksiyonlarin kiimesi R <
X1, Xg oy Xy SCLAR)jle  jfade edilir. R <
X1, Xy wrey Xy S>CLOR) kiimesi

R < xq,%3, ..., %y > kiimesinin bir diferansiyel
alt cismidir.

Tanim 2.1. (Sagiroglu, 2012)
R < X1, X5, v, Xy >LR) nin bostan farkl: bir S
alt kiimesi verilsin. Eger S yi iceren en kiigiik
diferansiyel alt cisim R < xq, Xy, ..., X, >LOR)
ye esitse, S kiimesine R < X1, Xy, ..., X, >CLR)
nin lirete¢ kiimesi denir.

(k)
Xy Xy e, X )
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Lemma 2.2. (Sagiroglu, 2012) R™ deki keyfi
X0, X1y eeer Xqy Vo, -, Yy Vektorleri igin

[x1%5 o X ][ X0 Y2 oo Y] = [X0X2 oo Xn ] [X1 Y2 oo V]
— o= [x1xp e X0 (X0 Y2 o ]
=0.

Tamm 2.3. (Sagiroglu, 2012) x, R™ de bir
parametrik egri olsun. Eger her t €/l igin
[x@®)x' () .x® V()] £0 ise x parametrik
egrisine GL(n, R)-regiilerdir denir.

Tammm 2.4. (Sibirskii, 1976) G-invaryant
fonksiyonlardan olusan bir P = {f3, f5, ..., fin} tam
sistemi i¢in eger keyfi bir i € {1,2,...m} i¢in
P\{f;} tam degil ise P ye minimal sistem denir.

3. Ana Teorem ve Sonuclar

Teorem 3.1. {xy,x5,..,xn} R™ de m tane
parametrik egri olsun dyle ki x; parametrik egrisi
GL(n, R)-regiilerdir. Bu  durumda R <
X1, X, ey Xy >R kiimesinin tireteg sistemi
asagidaki gibidir:

[x1 o207 (D) ---xin_l)] [x1 D 4D ---xin_l)] [x1 x Dy (4D mxin—l)] 0
_ ) 1 )y 1
[xlx{ ...xin 1)] [xlx{ ...xin )] [xlx{ ...xin )]
i=01.n-1
bicimindedir (Sagiroglu ve Yapar, 2016).
Ispat. {xj, jE€ T}, T cNuU{0}, R"™ de keyfi, Yukaridaki x; vektorleri yerine
sayilabilir sayida vektor ailesi olsun. G =
. . G . .. ror 1 x) (k) (%)
GL(n,R) grubuna gore ]R(xj,] € T) kiimesinin K1 X2y wees Xy X1, X2y ey Xpuy ey Xq 75 X 7y ey X7y o
tirete¢ kiimesi .
vektorlerini alacak olursak,
G
[xo e Xj1Xj X4 .__xn_l] R (xl,xz, vy Xy X1, X9y weey X ...,xik’),xgk), ...,x,(,'f), )
[x0 -+ 2p1] ' kiimesinin lirete¢ kiimesi
i=01..,n-1,j
e T\{0,1,..,n—1}
[x1 ...xii_l)xij)xiiﬂ) ...xl(n_l)]
, i=01..,n-1j€T\{01,.., n—1}
[ 1 (Tl—l)
X1X1 o Xg
i-1) (). (i+1 -1 i NG -
[xl e x TP D )] >0 [1 o x T DDy (071 >0
_ ) ] = LLLD _ ) ] =
[xlxi o 1)] [eaxf . xy" Y]
bi¢imindedir.
A"radlglmlz. .iir?tec; .kiimesinin (1) oldugunu [x1 ...xii_l)xgl)XfH) ___xin—l)]
gostermek i¢in, oncelikle D ,
1 n-—
_ o [xlx1 e Xy ]
[x1 ...xil_l)xfnxf“) ...xin_l)] i=01..,n-1
- =D , j=zn
[x1x1 e Xq ] ifadeleri ile {retilebildigini indiiksiyon ile

fonksiyonlarinin
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gosterelim. j = n i¢in elde edilen fonksiyonlar (1)
icerisindedir. j > n olsun. j — 1 igin dogru olsun.
Yani,



Sagiroglu ve Goziitok / GUFBED 8(2) (2018) 348-357

[xl ...xii_l)xfj_l)xiiﬂ) ...xfn_l)] [x1 -"xii_l)xij)xiiﬂ) ...xin_l)]
[x1x1 ...xf““] ’ _ [x1 x0T U0 E4D) ".xin—l)]'
i=01,.,n—1 — [1 o xDADI D 0]
fonksiyonlar1 (1) ile tiretilebilsin. - [xl ---xii_l)xij_l)xiiﬂ) -"xin_Z)xin)]-
[xl ...xii_l)xij_l)xiiﬂ) ...xin_l)], x; regiler oldugundan [xlxj’L ...xfn_l)] # 0 dir.
tiirevi ile agagidaki esitlik elde edilir: Her iki tarafin bu fonksiyona boliinmesiyle
[xl ...xii_l)xij)xfﬂ) ...xfn_l)]
[xlxi ...xfn_l)]
[x1 a0 U, ) ...xin_l)], [xl L x D0, G0 ) ___xin—1)]
- [xlx{ ...xin_l)] - [xlxi ...xin_l)] )
[x1 ...xfi_l)xfj_l)xfﬂ) ...xl(n_z)xgn)]
[xlx{ xin_l)]

elde edilir. Burada

D DN o 0] )

[xlx{ xin )] [x1x{ ...xin 1)]
. . . !
[xl ...xfl_l)xfj_l)xfﬂ) ...xin_l)] [xlx{ ...xin_l)]
- 2
[xlx{ ...xin_l)]
olacagindan
[xl T U7, (1) ...xin_l)] ~ [xl T U7, () ...xin_l)]
/ -1 - / -1
[xlxl o )] [xlx1 ! )]
s [xl ...xfi_l)xgj_l)xfﬂ) ...xin_l)] [x1 ...xii_l)xij_l)xiiﬂ) ...xin_z)xin)]
[xlx{ ...xin_l)] [xlx{ xfn_l)]
bulunur.
Yukaridaki esitligin sag tarafindaki terimlerin her
E;rl ii(rle;eg: .11<ijm?sit1.lle gi{'etllel?zl;cegir'lg?? s'ol taraf X1 = Xp, Xy = Xh, e, Xy = xin—l)’ Xy = xin)’y2
ile Ttretilebilir. esitliginin  sa , -2
3 g g = X1,Y3 =x1,...,yn=x£n )

tarafindaki  ikinci  fonksiyon da  ireteg
kiimesindedir. Ucgiincii terimin de (1) ile
et et teee e . - olarak alalim.
iiretilebildigini gostermek icin
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Lemma 2.2. ‘den

[xin)xl ---xfj_l) ---xin_z)] [x1 ...xii_l)xin)xiiﬂ) ...xin_z)] [xii)xl ...xij_l) ...xin_z)]
[xlx{ ---xfn_l)] ] [xﬂc{ ...xin_l)] [xlxj’L ...xin_l)]
. [x1 xd™Y ...xin_z)xin)] [xin_l)xl xd™y ...xin_z)]
[x1x{ ...xin_l)] [xlx{ ...xin_l)]

elde edilir. Dolayistyla

[xl ...xij_l) ...xin_z)xin)]

[xlx{ xin_l)]
ifadesi de (1) ile iretilebilir.
Sonug olarak j {izerinden indiiksiyon ile
[x1 ...xii_l)xij)xfﬂ) ...xl(n_l)] o
— o J=n
[xlx{ ...xfn 1)]
ifadeleri (1) ile tiretilebilir.
Simdi
[xl xii_l)x,(cj)xiiﬂ) xfn_l)] _
oD ) j=0k=2..,m
[xlxl Xy ]

fonksiyonlarinin j iizerinden indiiksiyonla (1) ile tiretilebildigini gdsterelim. j = 0 i¢in

[x1 ...xfi_l)xkxiiﬂ) ...xin_l)]

(n—l) ) l =0,1,...,n—1'k=2’ ___’m
[xlx{ Xy ]

ifadesi (1) dedir. j = r igin

[x1 ...xf_l)x,g)xiiﬂ) ...xin_l)]

[xlx{ xin_l)] '

i=01..,n—-1,k=2,...,m

fonksiyonlarinin (1) ile {iretilebildigini kabul edelim ve j = r + 1 igin iiretilebildigini gosterelim.

!

[x1 ...xii_l)xm (i+1) ...xfn_l)]

[xl D (M (1) ...xin_l)] X1
[xlxi ...xin_l)] [xlx{ ...xin_l)
~ [x1 xii_l)x,(:)xfﬂ) xin_l)] [xlx{ xgn_z)xin)]
[xlx{ ...xin_l)] [xlx{ ...xfn_l)]

olacagindan
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[x1 ...xf_l)x,(:)xiiﬂ) ...xin_l)]
/ -1
[xlxl ...xin )]
fonksiyonu (1) ile iretilebilir. Burada [x1 ...xf_l)xg)xiiﬂ) xin_l)] tirevi alinirsa ve sifirlanan terimler
atilirsa;
. . I . . . .
[x1 ...xfl_l)x,(f)xflﬂ) mxin—l)] — [xl mxil)xlgr)xiwl) mxin—l)] + [xl "'xil_l)x]((r+1)xil+1) -"xin—l)]

+[x1 xii_l)x,((r)xiiﬂ) xin_z)xin)]

elde edilir. Bu esitligin her tarafi [xlx{ xin_l)

[x1 mxii—1)xlgr+1)x§i+1)

[xlx{ xin_l)]

[X1 o0 D(, GD

...xin_l)]

-7’
e Xq X1 Xy X T Xq

] fonksiyonuyla boliiniip, istenilen determinant ¢ekilirse;

@, ), (i+1) x(n—l)]
e Xg

- n-1
[xlx{ x{ )

(i-1) () (i+1)

[x1 w Xy UXR XXy

[xlxi ...Xin_l)] 3)

(n-2) x(n)]
1

[xlx{ xin_l)]

elde edilir. (3) esitliginin sagindaki terimlerden
birincisinin (1) ile fretilebildigini gosterdik.
Ikinci terim hipotez geregi (1) ile iiretilebilir.

Uciincii terimin ise x; = xq,X; = X],..., X, =
(n-1) _ .M — — ! —

Xy HXo =Xy Y2 = X1,Y3 = X, Vit1r =
(i-1) r) (i+1) (n-2)

X1 S )it2 = X, HViv3 = Xq ' Yn = Xq

se¢imi ile Lemma 2.2. kullanilarak (1) ile
iiretilebildigi bir onceki gosterime benzer sekilde
gosterilebilir.  Dolayisiyla  (3)  esitliginden,
tiimevarim geregi

[x1 ...xf)x,gr)xfﬂ) ...xin_l)]
[xlx{ ...xﬁn_l)] '

i=01..,n—-1,k=2,..,m
fonksiyonlarinin  hepsi (1) ile {iretilebilir.
Dolayisiyla (1), R < xq,%y, ..., X >R jcin
iiretec kiimesidir.

Tamm 3.2. {x,k=12,...,m} ve {y, k=
1,2,...,m} R™ de iki parametrik egri ailesi olsun.
Eger her t € [ i¢in

i (t) = gxi (t), k=12,..,m

olacak sekilde bir g € GL(n, R) mevcutsa, bu iki
egri ailesine GL(n, R)-denktir denir ve

{x;, k=12, ...,m}GL(f’ R){yk,k =12,..,m}

ile gosterilir.

Teorem 3.3. {x;, k=12,..,m} ve {y,k=
1,2,..,m} R™ de, x; ve y; GL(n,R)-regiiler
olmak {tizere, iki egri ailesi olsun. Eger i =
0,1,..,n—1i¢in

[x1 D (W D mxin—l)] [y oy Dy (0, D myl(n—l)]
[xlx{ L [yly{ Ly D ' )
[x1 x40 mxfn—l)] [yl IRYCRIRNCE myl(n—l)] (4)
[x1X{ ...xin_l)] B [ylyll ___yl(n—l)]
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oluyor ise bu durumda x1 parametrik egrisi GL(n, R)-regiiler oldugundan
H(x;) matrisinin tersi mevcuttur.
(e k=12, ___’m}GL(n, R){yk,k —12,..,m) H™(x;)H'(x;) = A olsun. Buradan H'(x;) =

dir H(x,)A dir. Bu esitlik ile
Ir.

Ispat. Asagidaki matrisleri goz 6niine alalim:

xll(t) xf'll_l)(t) 0 - 0 an
H(xl) = : i3 : ) 1 oo 0 azn
(n-1) A=1. . . :
xln(t) o Xin (t) . . '
H'(x) oo b A
X1 (®) - PO
= ,= N (n; : burada,
xln(t) "t Xin (t)
[xin)xi xf"_l)] [xlxin)x{' ...xfn_l)] [xlxi xin—z)xin)]
Ap = — yAon = — y e = _
] T e )

seklindedir. Benzer sekilde H matrisindeki x; egrisi yerine y; regiiler egrisi alimrsa H'(y;) = H(y;)B olup
A = B elde edilir. Dolayisiyla,

H™'(x))H'(x1) = H *(y)H' (1)

olur. Buradan

(HODH™(xy)) = H' ) H(x1) + Ho)(H ()
= H'(y))H ™ (1) + H(}’1)(_H_1(x1)H’(x1)H_1(x1))
= H(J’l)[H_l(%)H’(%) - H_l(x1)H’(x1)]H_1(x1) =0

bulunur. Béylece H(y;)H 1(x,) = g, g sabit matristir.
detg = det(H(y,)) det(H (xy)) # 0

oldugundan g € GL(n, R) dir. Dolayisiyla

H(y1) = gH(x1) (5)
olup,
(@ =gx0), Vtel (6)
elde edilir.

[ (0]

K(xj) = S, M

sz;(t) |) j=2

Lxjn ()]

matrislerini géz oniine alalim.
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H‘l(xl)K(xj) = ( olsun. Buradan K(xj) = H(x,)C dir. Bu esitligi acik olarak yazarsak:

(n-1)

X11 v Xgg C11
m-Dl|c
x12 x12 12
(n—1) Cin
|-x1n xln 1n

olur. Buradan asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir:

(n-1)

C11%11 + C1aX11 + o+ CipXyy = Xjp
(n 1) _

C11%12 + C12X15 +- + CinX1z =~ = Xj2
(n-1) _

C11X1n + cllen + ot Xy, = Xjn-

Katsayilar matrisinin determinanti sifirdan farkli oldugundan, bu diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimii
vardir ve bu ¢oziim:

_ [xjxl xfn 1)] _ [xlxjx{’ ...x(n_l)] _ [x1 xin z)xj]
B P ) e P ] I PR L)

bi¢imindedir. Benzer bigimde, H'l(yl)K(yj) = D dersek (4) denklemlerinden C = D bulunur. Dolayisiyla

H™*(y)K(y;) = H (xDK(x)), j=2,..,m

olur. Buradan (5) esitliginden
H (DK () = H 0K (7)) = (9H ) K(y;) = B (x)g K ()

ve buradan da
K(xj) = g7 'K())
elde edilir. Oyleyse bir g € GL(n, R) igin,
K(yj) = gK(xj), j=2,...,m
olur. Buradan her t € I igin,
yi () = gx;(¢), j=2,...m ™

Ry k

elde edilir. (6) ve (7) denklemlerinden {x;,k = 1,2,...,m = 1,2, ...,m} bulunur.

O

Teorem 3.4. f;(t), f2i(t), ..., fmi(t), t €1, i =0,1,...,n — 1 fonksiyonlar1 C*-fonksiyonlari olsunlar. Bu
durumda, x; egrisi GL(n, R)-regiiler olmak tizere, bir {x;, k = 1,2, ...m} egri ailesi

[xl (l 1) {n) (l+1).. (n—l)]

— = fi(®)
[x1x1 .Xg

[xl ...xii 1)x2x£l+1) xin_l)] B
] O

[xlx{ Xy
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[x1 Ty D ...xfn_l)] |
1 (n-1) = fmi(t): i=01..,n—-1
[xlxl Xy ]

olacak sekilde mevcuttur.

Ispat. H(x;) matrisini géz oniine alalm ve H™(x;)H'(x;) = A olsun. Buradan H'(x;) = H(x;)A dir.
Burada A matrisi asagidaki sekilde elde edilebilir:

0 - 0 fo®)
a=|; T N0
0 1 faa®

H'(x;) = H(x;1)A oldugundan, bu matris esitliginden asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir:

x11 (Ofo(0) + 21 (Of @) + -+ 207 O fuma () = 17 (0
X2 (Ofo() + 6z (OfE) + -+ 255V O fua (8) = 133 (©) ®

x1n(Ofo(6) + M) + -+ x(n V(O faca (6) = 20 (8)
y(£) = (x11(), %12(D), ..., X1, (t)) denilirse (8) diferansiyel denklem sistemi

fo@y@® + 1Y’ @) + -+ fu1 Oy V@) —y™(8) = 0 9)

bigiminde yazilabilir. f;(t), i =0,1,..,n—1, t € fonksiyonlar1 C*-fonksiyonlar oldugundan (9)
diferansiyel denkleminin en az bir ¢oziimii vardir ve bu ¢oziime x4 (t) = y(t) dersek, x; (t) istenen kosullari
saglar.

Diger yandan
’ (n-2)
X111 X110 Xqq XK1
Xip Xy o x0Ty
N(xy) =|"12 12~ 12 k21, k=2,..,m
1 (n-2)
lxln Xin " Xqq xknJ

matrislerini géz dniine alalim. Ayrica H~1(x;)N(x;) = E olsun. Buradan N(x;) = H(x;)E olup, burada

10 0 fro(®
[0 1 0 fiau(® ]
E=|} : : [, k=2..m
lO 0 1 fk(n—z)(t)J
00 0 fem-1(®)

bigimindedir. N (x;) = H(x;)E matris esitliginden asagidaki diferansiyel denklem sistemleri elde edilir:

%11 () fieo () + X} O fier () + -+ xTE) fregnny () = %2 (©)
x12(Ofeo (1) + 212 (Ofia(©) + 133 (O fegn-n(8) = x5 (©) (10)

210 (O freo () + %40 O fier (6 + -+ X (E) frinny (&) = 272 ()
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fril),telLk=2,..,mi=0,..,n—1 fonksiyonlarnmn

timii  C*-fonksiyonlar oldugundan (10)

diferansiyel denklem sistemlerinin en az bir ¢oziimii vardir. Bu ¢6ziimlere x,(t), k = 2,...,m dersek, bu
x5 (t) egrileri teoremdeki kosullar1 saglayan parametrik egrilerdir. Bu ise ispati tamamlar.

4. Sonuglar ve Degerlendirme

Bu ¢alismada GL(n, R) grubuna gore sonlu sayida
parametrik egrinin diferansiyel invaryantlarinin
iirete¢ kiimesi elde edilmistir. Bu diferansiyel
invaryantlar kullanilarak GL(n,R) grubunda,
sonlu sayida parametrik egriden olusan egri
ailelerinin  denklik problemine biz ¢06ziim
verilmistir ve yine bu yolla bir genellestirme elde
edilmistir.  Ayrica elde edilen diferansiyel
invaryantlarin minimalligi belirlenmistir.
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