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Olabilirlik teorisi, portféy se¢imi probleminde en ¢ok kullanilan
araglardan biridir. Ciinkii kesin olmayan olasiligin modellenmesine ve
uzman bilgisinin portféy se¢imi problemine entegre edilmesine imkan
verir. Ama olabilirlik ortalama - varyans (OV) modelinin ve bunun
uzantilarinin bazi sorunlar1 vardir. Bu nedenle bu c¢alismada kesin
konveks kuadratik minimizasyona dayanan ortogonal olabilirlik OV
modeli Onerilmistir. Ayrica olabilirlik dagilimlar1 iiggensel bulanik
sayilar ile verildiginde olabilirlik garpikligi tanimlanmigtir. Olabilirlik
carpikligi 6nerilen modele kisit olarak eklenebilir. Bu modelin analitik
¢ozlimii belirli sartlar altinda elde edilmistir. Ayrica bu model agiklayict
bir 6rnek ile tamitilmistir ve bu modelin sonuglar1 olabilirlik OV
modelinin sonuglari ile karsilastirilmustir.
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The possibility theory is one of the most used tools in portfolio selection
problem. Because, it enables to model imprecise probability and integrate
expert knowledge into portfolio selection problem. However, there are
some problems of the possibilistic mean - variance (MV) model and its
extensions. Therefore, in this study, we propose an orthogonal possibilistic
MV model based on strictly convex quadratic minimization. We also
define possibilistic skewness when possibility distributions are given with
triangular fuzzy numbers. The possibilistic skewness can be added to the
proposed model as a constraint. We derive its analytical solution under
certain conditions. We also illustrate it with an explanatory example and
compare its results with the results of the possibilistic MV model.

To Cite: Goktas F. Ortogonal Olabilirlik Ortalama-Varyans Modeli. Osmaniye Korkut Ata Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisti Dergisi 2023; 6(Ek Say1): 29-41.

Giris

Olabilirlik teorisinin portfdy se¢iminde ilk defa kullanildigi ¢alismalarda, varlik getirileri igin
cksponansiyel olabilirlik dagilimlar1 kullanilmistir ve temel bilesenler analizinden yararlanilmistir
(Tanaka ve Guo, 1999; Tanaka ve ark., 2000). Literatiirdeki ilk olabilirlik OV modelinde, olabilirlik
dagilimlart yamuk bulanik sayilarla verilmistir (Carlsson ve ark., 2002). Bu model portfoyde kisa
pozisyon bulundurmama kisidi varken Sirali minimal en iyileme (SMO) algoritmasiyla ¢oziilebilir
(Zhang ve ark., 2009). Ayrica olabilirlik dagilimlart yamuk bulanik sayilar yerine tiggensel bulanik

sayilar ile verildiginde herhangi iki varlik arasindaki olabilirlik korelasyonu 1 olarak bulunur (Corazzo
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ve Nardelli, 2019). Bu nedenle bu model bu kisit altinda dogrusal en iyileme problemine indirgenir
(Tas ve ark., 2016; Goktas ve Duran, 2020). Bu modelin iyimser ve kétiimser yatirimcilar igin
varyantlart Onerilmistir. Bu varyantlar sirasiyla {ist ve alt olabilirlik OV modeli olarak adlandirilir
(Zhang ve ark. 2007). Olabilirlik dagilimlar1 yamuk bulanik sayilarla verildiginde bu varyantlar da bu
kisit altinda dogrusal en iyileme problemlerine indirgenir (Zhang, 2007). Olabilirlik dagilimlarindaki
carpikligt dogrudan dikkate almak portfdy secimi probleminin ¢dziimiinde daha iyi sonuglar
alinmasini saglayabilir. Bu nedenle olabilirlik ¢arpikligi tanimlanarak yine bu kisit altinda olabilirlik
ortalama - varyans - carpiklik modeli onerilmistir. Bu modeldeki olabilirlik ortalamasi ve varyansi
tanimlart ise gegmisteki tanimlarla iligkilidir (Li ve ark. 2015). Son donemdeki ¢alismalardaysa
genellikle olabilirlik OV modelinin ¢ok periyotlu varyantlar1 onerilmistir. Bu ¢aligmalara Yang ve ark.
(2022), Gong ve ark. (2022) ve Gupta ve ark. (2020) 6rnek olarak verilebilir.

Olabilirlik OV modeli ve bunun uzantilar1 portféyde kisa pozisyon bulundurmama kisidi yokken
islevsiz kalmaktadir. Bu sorunu ¢6zmek icin temel bilegenler analizine dayanan yeni bir olabilirlik OV
modeli 6nerilmistir (Goktas ve Duran, 2019). Bu model tiim yonleriyle Markovitz (1952)’de verilen
OV modelinin, olabilirlik teorisindeki karsiligidir. Buna karsin olabilirlik dagilimlar1 varlik getirileri
yerine temel bilesenler i¢in verildiginden, bu model ile uzman bilgisinin kullanilmas1 kolay degildir.
Halbuki olabilirlik teorisinin, portfoy se¢imi probleminde yaygin olarak kullanilmasinin nedenlerinden
biri uzman bilgisinin portfoy se¢imi problemine entegre edilmesine imkan vermesidir.

Literatiirdeki yukarida bahsedilen bosluklar1 doldurmak i¢in bu galigmada ortogonal olabilirlik OV
modeli 6nerilmistir. Bu modelde varlik getirilerinin olabilirlik dagilimlar tiggensel bulanik sayilar ile
verilmigtir. Ayrica tg¢gensel bulanik sayilar igin olabilirlik ¢arpikligi tanimlanarak bu modele kisit
olarak eklenmistir. Bununla birlikte bu modelin analitik ¢6ziimii belirli sartlar altinda elde edilmistir.
Bu modelde, varlik getirileri arasindaki olabilirlik korelasyonu her zaman i¢in 0 olarak bulunur. Bu
nedenle bu model kisa pozisyon bulundurmama kisidi yokken de verimli bir sekilde kullanilabilir. Bu
calismanin kalami su sekilde organize edilmistir. B6lim 2’de ortogonal olabilirlik OV modeli
tanimlanmistir ve bu modelin matematiksel analizi yapilmustir. Boliim 3’te agiklayici bir 6rnekle bu
model tanitilmig ve bu modelin sonuglar1 Carlsson ve ark. (2002)’de verilen olabilirlik OV modelinin

sonuglari ile karsilagtirtlmigtir. Boliim 4 ile ¢alisma sonuglandirilmigtir,
Materyal ve Metot
Bu calismada portfdyde kisa pozisyon bulundurulabildigi ama risksiz varlik bulundurulmadig:

varsayllmistir. Buna gére portfdy se¢imi problemi i¢in uygun ¢dziim kiimesi (1)’deki gibidir. Burada

portfoydeki varliklarin agirlik vektorii w ile, i. varligin agirligr w; ile, varlik sayisi n ile gosterilmistir.
n

SZ{WZZWi :1} (1)
i-1
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Yamuk bulanik say1 (a,b,0,f) i¢in iiyelik fonksiyonu (2)’deki gibidir. Bu ¢alismada oldugu gibi a=b

oldugunda ise 6zel olarak liggensel bulanik say1 olarak adlandirilir ve (a,a,p) ile gosterilir.

1—a—_t,a—a£t£a
a
lLa<t<hb
At=1" @
1-——,b<t<b+p
B
0, degilse

Sekil 1’de bu yamuk bulanik sayinin iiyelik fonksiyonunun grafigi gosterilmistir.
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Sekil 1. Yamuk bulanik sayinin iiyelik fonksiyonu (Corazzo ve Nardelli, 2019).

T
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Fuller ve ark. (2011)’de verilen olabilirlik ortalamasi ve varyansinin tanimlarinda agirlik fonksiyonu 1
olarak alinsin. Buna gore (a,0,f) igin olabilirlik ortalamasi ve varyansi sirastyla (3)’teki gibi bulunur
(Goktas ve Duran, 2019). Burada a, a-a ve a+f sirasiyla getiri igin temel durum, en kotii durum ve en

iyi durum ongoriileridir.

E,((a,a.8))=a+ ﬂ;a
z ®3)
var, (a.a.8)) - 222

i. varhi@m getirisinin olabilirlik dagilimi (&;,0;/4;) olsun. Portfoy getirisinin olabilirlik ortalamasi ve
varyansi (4)’teki gibi bulunur (Goktas ve Duran, 2019). (4)’in ikinci esitligi, herhangi iki varlik

arasindaki olabilirlik korelasyonunun 0 oldugu varsayimi ile uyumludur.

i=1

n
i=1

Ep(iwi(awaw i)j=iZn1]wiui =ian]Wi(ai A ;“ij
(4)
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Portf6y getirisinin olabilirlik dagilimi ise bulanik aritmetik kullanilarak (5)’teki tiggensel bulanik say1

olarak bulunur (Ali ve ark., 2016).

Son)-{ S, e+ Sl Zows+ ol g

i= w; >0

Pasha ve ark. (2009)’un Tanim 7.1’ine benzer olarak bu ¢alismada (a,0,f) i¢in olabilirlik ¢arpiklig
(6)’daki gibi tanimlanmistir. Tanimi geregi, olabilirlik ¢arpikligi (-1,1) arasinda deger alir. Olabilirlik
carpikligi pozitifse (negatifse) olabilirlik dagilimi saga (sola) carpiktir. Olabilirlik carpikligi O ise

olabilirlik dagilimi simetriktir.

S, (@) =1 ©)

(5) ve (6)’daki bilgiler dogrultusunda portfoy getirisinin olabilirlik dagiliminin olabilirlik ¢arpiklig
(7)’deki gibi bulunur.

()

S
j_znl: a+ﬂ

Sp(znlwi(ai,ai, )

i=1

Portfoy getirisinin olabilirlik dagilimimnin sola ¢arpik olmama kisidi ise (8)’deki gibi ifade edilir. Bu
caligmada Onerilen ortogonal OV modelinin tanimi, (8)’deki kisidin modele eklenip eklenmemesine

bagli olarak farklilik géstermektedir.

Zwi(ai_ﬂi)go 8
i=1

Negatif olmayan riskten ka¢inma katsayis1 7 olsun. (8)’deki kisit modele eklenmediginde ortogonal
olabilirlik OV modeli (9)’daki kesin konveks kuadratik minimizasyon problemi ile tanimlanir. Burada
7=2 iken ortogonal olabilirlik OV modelindeki iki amacin (olabilirlik ortalamasini maksimize etmenin

ve olabilirlik varyansin1 minimize etmenin) agirliklar esittir.

TN 2 2 %
mmEZWi or =) Wi
i=1 i=1

oyle ki Zn:wi =1

i=1

©)
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(9) i¢in Lagrange fonksiyonu (10)’daki gibidir. Burada A, Lagrange ¢arpani olarak adlandirilir.

L(W,ﬂ)%iwichf —iwiui M@Wi —1j (10)

Lagrange fonksiyonu ve en iyi ¢oztiim i¢in (11)’deki bilgiler gecerlidir.

oL(w, 4 .
Mzﬂ-vviaiz_yi +ﬂ,:0,V|

- (11)
Wi*_/ul _j’ Vi

o,

(9) kesin konveks minimizasyon problemi oldugundan bu problemin en iyi ¢6ziimi tektir. Bu ¢6ziim,
(11)’deki ifade (9)’daki kisitta yerine konuldugunda (12)’deki gibi bulunur.

n ﬂ
-1+ '
_ |Z=1: 7o}
# ] (12)

(8)’deki kisit modele eklenmediginde olabilirlik varyansint minimum yapan portfoy (13)’teki kesin
konveks kuadratik minimizasyon probleminin en iyi ¢oziimi olarak tanimlanir. (9)’da m — oo iken

(13) elde edilir. Baska bir deyisle (13), (9)’un bir 6zel ¢oziimiinii verir.

n (13)

(13)’tin en iyi ¢ozimii tektir ve Lagrange ¢arpanlar1 yontemiyle (14)’teki gibi bulunur. (12)’de z=1 ve
her i igin x;=0 iken (14) elde edilir.

‘ szn: 1 (14)
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Performans P(w) fonksiyonuyla tanimlansin. (8)’deki kisit modele eklenmediginde performansi
maksimum yapan portfoy, (15)’teki en iyileme probleminin en iyi ¢6ziimi olarak tanimlanir. Belirli

bir 7 degeri igin (9) ile (15) 6zdestir. Baska bir deyisle (15), (9)’un bir 6zel ¢ozliimiinii verir.

Z W, 14
=

maks P (W) = n—
Jwao-f (15)
i=1
oyle ki Zn:vvi =1
i=1

(16)’daki kesin konveks kuadratik minimizasyon probleminin tek en iyi ¢ozimii standardize
edildiginde yani elemanlar1 toplamina boliindigiinde (15)’in tek en iyi ¢oziimii bulunur (Goldfarb ve

lyengar, 2003; Tiitiincii ve Koenig, 2004).

min Z%Wﬁaﬁ
e (16)
oyle ki > wz; =1

i=1

(15)’in en iyi ¢oziimii tektir ve (16) i¢in Lagrange carpanlari yontemi kullanildiginda (17)’deki gibi
bulunur. Belirtilen sart saglanmazsa (15) sinirli degildir. (17)’de her i i¢in x;=1 iken (14) elde edilir.

i‘2>0:>vvi*=$,Vi an
i-1 O 2N Hi
P N
. ;Uf

(9)’daki en iyileme problemine (8)’deki kisit eklensin. Buna gore ortogonal OV modeli (18)’deki gibi
tanimlanir. Bu caligmada ortogonal OV modelinin (18)’de verilen tanimi kullanilmistir ve (18)’in

verilen r i¢in en iyi ¢oziimii etkin portfoy (EP) olarak adlandirilmisgtir.

TN 2 2 N
mmEZwi ol = Wy,
i=1 i=1

oyleki > w =1 (18)

iZ:l:Wi(ai—,Bi)SO

(18) i¢in Lagrange fonksiyonu (19)’daki gibidir. Burada ¢ negatif degildir ve 4 her degeri alabilir.
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Karush — Kuhn - Tucker (KKT) kosullarindan bilindigi tizere eger (18)’deki ikinci kisit aktif kisit
degilse ¢ =0 olarak bulunur ve tek en iyi ¢oziim (12)’deki gibidir. (18)’deki ikinci kisit aktif olsun.
Buna gore Lagrange fonksiyonu ve en iyi ¢dzlim igin (20)’deki bilgiler gegerlidir.

M:v\/ﬂo—f—ﬂi+ﬁ+g(ai - B,)=0,vi
W.*ZIUi -1 —-¢ (ai _ﬁl)

(20)

Vi

2
70,

(20)°deki ifade (18)’deki iki aktif kisitta yerine koyulsun. Buna gore A" ve ¢ (21)’deki iki bilinmeyenli

iki denklem ¢oziilerek bulunur.

(21)

Bu caligmada (8)’deki kisit modele eklenmis ve olabilirlik varyansint minimum yapan portfoy (VP)
(22)’deki kesin konveks kuadratik minimizasyon probleminin tek en iyi ¢6ziimii olarak tanimlanmustir.

(18)’de m — oo iken (22) elde edilir. Buna gore VP, etkin portfoydiir.

min lefaf
i 2

dyle |<iiwi =1 (22)
W, (e~ ) <0

i=1

(22)’deki ikinci kisit aktif degilse tek en iyi ¢oziim (14)’teki gibidir. (22)’deki ikinci kisit aktif olsun.
KKT’nin duraganlik kosuluna gore (22)’nin tek en iyi ¢ozimii (23)’teki gibidir.

P Gl VR (23)
or
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(23) ifadesi (22)’deki iki aktif kisitta yerine koyulsun. Buna gére A~ ve ¢ (24)’teki iki bilinmeyenli iki
denklem ¢dziilerek bulunur. (21)’de z=1 ve her i igin x;=0 iken (24) elde edilir.

(24)

Bu calismada (8)’deki kisit modele eklenmis ve performansi maksimum yapan portfoy (PP) (25)’teki
kesin konveks kuadratik minimizasyon probleminin tek en iyi ¢dziimiiniin standardize edilmis hali
olarak tanimlanmistir. Tanimi geregi PP, belirli bir 7 degeri icin (18)’in ¢6ziimiidiir. Bagka bir deyisle

PP, etkin portfoydiir.

min lefaf
i 2

oyleki D wiu =1 (25)
i=1

n

W (e - 5,)<0

i=1

(25)’teki ikinci kisit aktif degilse PP (17)’deki gibidir. (25)’teki ikinci kisit aktif olsun. KKT’ nin
duraganlik kosuluna gore (25)’in tek en iyi ¢oziimii (26)’daki gibidir.

Wi*:_/i H+g gai_ﬂi),vi (26)
ot

(26) ifadesi (25)’teki iki aktif kisitta yerine koyulsun. Buna gore A" ve ¢ (27)’deki iki bilinmeyenli iki
denklem ¢oziilerek bulunur. (27)’de her i igin x;=1 iken (24) elde edilir.

i:l oF i=1 Uin 2 @7
e gl

Uyar: Portfoyde risk varlik bulunabiliyor ise PP ile iligkili analitik ¢oziim elde edilir. Portfoyde kisa
pozisyon bulundurmama kisidi oldugunda yani varliklarin agirliklar: negatif olamadiginda ise konveks
kuadratik minimizasyon algoritmalariyla bu boliimde islenen problemlerin tek ¢oziimleri bulunabilir.

Bu algoritmalar ile ilgili detayl bilgi i¢in Gill ve Wong (2015)’e bakiniz.
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Bulgular ve Tartisma

Bu béliimde Zhang (2007)’de verilen Ornek iizerinden ortogonal olabilirlik OV modeli tanitilmistir.
Ayrica kiyaslama yapabilme amaciyla Carlson ve ark. (2022)’de verilen olabilirlik OV modelinin
sonuglar1 da verilmistir. Bu modelin uygulanmasiyla ilgili detayl bilgi i¢in Goktas ve Duran (2020)’ye
bakiniz. Bes riskli varligin (S1, S2, S3, S4 ve S5) getirileri (ry, ry, I3, Iy, I's) igin olabilirlik dagilimlar
(28)’deki tliggensel bulanik sayilar olsun.

=(0,073;0,054;0,087)

0,105;0,075;0,102

r=(
r=( )
I, (0,138; 0,096; 0,123) (28)
r, =(0,168;0,126;0,162)

=

= 0,208;0,168;0,213)
(28)’deki bilgiler dogrultusunda, olabilirlik ortalamasimin ve standart sapmasimin Carlson ve ark.
(2022)’de verilen tanimlarina gore asagidaki bilgiler verilebilir. Performans, olabilirlik ortalamasi bolii

olabilirlik standart sapmasidir ve en iyi degerler koyu olarak gosterilmistir.

Tablo 1. Olabilirlik OV modeli igin metrikler.

Varliklar Ol. Ort. Ol. Std. S. Performans
S1 0,0785 0,0288 2,2274
S2 0,1095 0,0361 3,0307
S3 0,1425 0,0447 3,1877
S4 0,174 0,0588 2,9598
S5 0,2155 0,0778 2,7709

Kisa pozisyon bulundurmama kisidi varken asagidaki bilgiler verilebilir. Aksi halde tiim durumlarda
en iyi ¢oziim sinirsizdir.

i. Olabilirlik ortalamasin1 maksimum yapan portfoyde sadece S5 bulunur.

ii. Olabilirlik standart sapmasini minimum yapan portfoyde sadece S1 bulunur.

iii. Performansi maksimum yapan portfoyse sadece S3 bulunur.
Sekil 2°de olabilirlik OV modelinin etkin sinir1 verilmistir. Goriildiigii tizere bu 6rnekte bu model i¢in

tiim varliklar etkin sinirin tizerindedir yani etkin portfoydiir.
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Sekil 2. Olabilirlik OV modelinin etkin siniri.

Ortogonal olabilirlik OV modelinde olabilirlik ortalamasi, olabilirlik standart sapmasi, performans ve
olabilirlik ¢arpikligi Tablo 2’deki gibi bulunmustur. Burada en iyi degerler koyu olarak gosterilmistir.
Goriildigii tizere tiim varliklar igin olabilirlik dagilimlar saga ¢arpiktir. Ayrica riskli varliklarin ilk ii¢

metrik i¢in siralamasi Tablo 1°deki ile hemen hemen aynidir.

Tablo 2. Ortogonal olabilirlik OV modeli i¢in metrikler.

Varliklar Ol. Ort. Ol. Std. S. Performans Ol. Carpikligt
S1 0,0813 0,0235 3,4574 0,2340
S2 0,1118 0,0295 3,7881 0,1525
S3 0,1448 0,0365 3,9658 0,1233
S4 0,1770 0,048 3,6875 0,1250
S5 0,2193 0,0635 3,4528 0,1181

Ortogonal olabilirlik OV modelinde; VP, PP ve z=100 iken EP Tablo 3’teki gibi bulunmustur.
Goriildigi tizere sadece EP’de bir varligin (S1) kisa pozisyonu vardir ve olabilirlik OV modelindeki

durumun aksine etkin portfoyler iyi ¢esitlendirilmistir.

Tablo 3. Ortogonal olabilirlik OV modelinde baz1 6zel etkin portfoyler.

Varliklar VP PP EP
S1 0,4122 0,2855 -0,2411
S2 0,2616 0,2492 0,1975
S3 0,1709 0,2108 0,3767
S4 0,0988 0,1491 0,3578
S5 0,0565 0,1055 0,3092
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Ortogonal olabilirlik OV modelinin, yaklasik etkin sinirinin bir pargasi Sekil 3’te gosterilmistir. Kisa

pozisyon bulundurmama kisidi olmadigindan bu egri sinirsizdir.

0.3 T T T T T T T

0.25

0.2

0.15

Olabilirlik Ortalamasi

0.1 .
451

0.05 1 1 1 1 | 1 1 1
0.01 002 003 004 005 006 007 0.08 0.09 0.1

Olabilirlik Standart Sapmasi

Sekil 3. Ortogonal olabilirlik OV modelinin etkin sinir1.

Gorildigi tizere olabilirlik OV modelinde etkin portfoy olan S1, S2, S3, S4 ve S5; bu modelde etkin
portfoy degildir. Bagka bir deyisle rasyonel bir yatirimer bu modeli kullandiginda Tablo 3’teki gibi
cesitlendirilmis etkin portfoy olusturmalidir.

Ortogonal OV modelindeki bazi 6zel etkin portfoylerin metrikleri Tablo 4’te verilmistir. Burada en iyi

degerler yine koyu olarak gosterilmistir.

Tablo 4. Ortogonal olabilirlik OV modelinde baz1 6zel etkin portfoylerin metrikleri.

Portfoy Ol. Ort. Ol. Std. S. Performans Ol Carpiklig
VP 0,1173 0,0151 7,7763 0,1636
PP 0,1311 0,0159 8,2189 0,1496
EP 0,1881 0,0306 6,1504 0,0922

Tablo 4’te goriildiigii lizere ilgili ti¢ etkin portfoyiin getirilerinin olabilirlik dagilimlar: saga carpiktir.
Ayrica Tablo 4’teki performans degerleri ile Tablo 2°deki performans degerleri arasinda biiyiik farklar
vardir. Bagka bir deyisle olabilirlik OV etkin portféy olan S1, S2, S3, S4 ve S5’in performanslari,

yetersiz ¢esitlendirme nedeniyle ortogonal olabilirlik OV modelinde oldukga disiiktiir.
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Sonuclar

Bu ¢aligmada portfdy teorisinin temellerinden olan gesitlendirme ilkesini dikkate alan bir ortogonal
olabilirlik OV modeli 6nerilmistir. Bu modelde varlik getirilerinin olabilirlik dagilimlarinin {iggensel
bulanik sayilarla verildigi varsayilmistir. Ayrica liggensel bulanik sayilar igin olabilirlik carpikligi
tanimlanarak bu model ile elde edilen etkin portfoylerin olabilirlik dagilimlarinin simetrik veya saga
carpik olmasi saglanmistir. Bu modelin analitik ¢oziimii, portfdyde kisa pozisyon bulundurmama
kisid1 ve risksiz varlik yokken elde edilmistir. Ayrica bu model kesin konveks kuadratik minimizasyon
problemi ile verildiginden, tiim durumlarda literatiirdeki bilinen algoritmalarla ¢oziilebilir. Dolayistyla
olabilirlik OV modeli gibi 6nerilen modelin kullanim kolaylig: vardir. Ilerideki ¢alismalarda, dnerilen

modele senaryo analizinin entegre edilmesi planlanmaktadir.

Cikar Catismasi Beyani

Makale yazar1 herhangi bir ¢ikar ¢atismasi olmadigini beyan eder.

Arastirmacilarin Katki Oram Beyan Ozeti

Yazar makaleye %100 oraninda katki saglamis oldugunu beyan eder.
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