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Ozet

Bu calismada, Pareto dagiliminin parametrelerinin ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklemlere dayali
en cok olabilirlik (ECO) ve en kiiciik kareler (EKK) tahmin edicilerinin yanlari, hata kareler ortalamalar1 ve
varyanslar1 Monte Carlo simiilasyon ¢alismas1 yardimiyla karsilastirildi. Ayrica, degisik sansiir semalar1 igin

Pareto dagiliminin ,3 parametresi icin ECO tahmin edicisinin kullanilmasi, A parametresi i¢in ise EKK
tahmin edicisinin kullanilmasi gerektigi sonucuna ulasilmistir.

Anahtar Sozciikler: ilerleyen tiir sansiirleme, en ¢ok olabilirlik (ECO) tahmin edicisi, en kiigiik kareler
(EKK) tahmin edicisi, Hata kareler ortalamasi (HKO), Pareto dagilimi, Monte Carlo simiilasyonu.

Abstract

Least Squares Estimation of Parameters of Pareto Distribution Based on Progressive Type-I11
Right Censored Samples

In this study, bias, mean square error (MSE) and variances of maximum likelihood (ML) and least squares
(LS) estimators based on progressive type-II right censored samples for parameters of Pareto distribution are
comparised by using Monte Carlo simulation method. Moreover, it is concluded that used MLE for parameter

ﬁ and LSE for parameter A of Pareto distribution for various censoring schemes.

Keywords: Progressive type-1I right censoring, Maximum likelihood estimator (MLE), Least squares

(LS) estimator , Mean square error, Pareto distribution, Monte Carlo Simulation.
1. Giris

Bir sistemin giivenilirligi i¢in sonu¢ cikarimi yaparken sistemi olusturan tiim bilesenlerin bozulma
zamanlarim gozlemlemek her zaman miimkiin olmayabilir. Ornegin; bir klinikte tedavi goren hastalara
iliskin veriler, eksiksiz gézlenemeyebilir veya pahali bir elektronik parcanin yasam zamani hakkinda bilgi
edinmek i¢in yapilan yasam testinde, parcalarin hepsinin bozulmalarinin gézlenmesi, maliyeti ve test
zamanin artiracagindan istenmeyebilir. Bu tip durumlarda, deney yada gdzlem sonrasi sansiirlenmis veri
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elde edilir. Tip, biyoloji, sigortacilik, miihendislik, kalite kontrol ve bir ¢cok alanda sansiirlenmis verilerle
karsilagilmaktadir.

Deney ya da gozlemler sonucunda degisik sansiir tiirleriyle karsilagmak miimkiindiir. Birinci tip
sansiirleme olarak adlandirilan sansiirleme modeli, ¢ gibi Onceden belirlenmis bir zamandan Once,
sistemdeki bozulan birimlerin bozulma zamanimin gézlenmesi durumudur. ikinci tip sansiirleme olarak
adlandirilan sansiirleme modeli, n birimden olusan bir sistemin bozulan k < n biriminin bozulma
zamaninin gozlenmesi durumudur. Rasgele sansiirleme olarak adlandirilan sansiirleme modeli ise
birimlerin bozulma zamanlarinin baska bir rasgele olaydan dolayi sansiirlenmesi durumudur ([7],[8]).

Ikinci tip sansiirlemenin en popiiler olan, ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlemedir. Bu sansiirleme modeli
su sekilde izah edilebilir: n sayida bilesenin (ayn1 yagam zamani dagilimina sahip) yasam testine tabi

tutuldugu diisiiniilsiin. Sistemde meydana gelen /. bozulma ile rasgele R,; sayida bilesenin sistemden
cekildigini, daha sonra hayatta kalan n— R, —1 bilesenden, 2. bozulma ile rasgele R, sayida bilesenin
sistemden ¢ekildigini ve boylece m. bozulma ile rasgele R, sayida bilesenin sistemden ¢ekilmesiyle m
bilesenin bozulma zamam gozlenir. Bu sekilde elde edilen m hacimli 6rnekleme ilerleyen tiir tip-II
sagdan sansiirlii 6rneklem denir [2]. Burada n=m+ z:il R, bicimindedir ve R = (Rl, R,,..., Rm)

sansiir semasi olarak adlandirilir.

¢ekiliyor gekiliyor gekilivor ¢ekilivor gekiliyor
Rl R2 R3 Rm—l Rm
| R
R R R R
Xl:m:n XE:m:n XB:m:n * ‘ * Xm—l:m:n Xm-m i
Baslama Bitis

Sekil 1. ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem plani

X 1Rmn <X ZR o <X VI: > olasiik yogunluk fonksiyonu f ve dagiim fonksiyonu F olan
dagilimdan alinan ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 5rneklem olmak iizere X . < X~ <XR
nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

Pt e, (Koo AHf Ji-F(e)I" o< <, <<, <o M)
bi¢ciminde verilir, burada;

A=n(n—R —1)x---x(n—R -R,—--—R,_, —m+1) 2)

seklindedir. (1)’de R = (0, ... ,0) alinirsa bilinen sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

R = (O, ce I — m) alinirsa tip-II sagdan sansiirlii sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
elde edilir.
x R

s:min ?

istatistigi olmak iizere bu rasgele degiskene iliskin beklenen deger, varyans ve kovaryanslar;

1 ortalamal1 iistel (standart iistel) dagilimdan alinmus ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii s. sira
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: 1
E(XE )= : , s=12,..., (3)
(X) ZI:n—( ’;Rj)—i+1 ’ "

s 1

Ve Xfm'n = , , s=12,..., (4)
ar( s ) o n—( lj_:lle)_l'+1 N m

Cov(XE, .. X% )=Var(XE.) ., r<s (5)

seklindedir [2].

Bir sistemin giivenilirligi incelenirken; ilgilenilen rasgele degisken yasam zamanidir. Bir rasgele
degiskenin dagilimi, yasam zamani dagilimi olarak adlandirilan, Weibull, Gamma, Lognormal, Pareto I ve
Gompertz gibi dagilimlar olabilmektedir. Baz1 dagilimlar igin Ilerleyen tiir tip-Il sagdan sansiirleme
altinda parametre tahmini ile ilgili baz1 makaleler ve tezler [3],[4], [5], [6], [7], [8], [11], [12] ve [16]
olarak siralanabilir.

Ilerleyen tiir tipIl sagdan sansiirlii 6rneklem durumunda bir sistemin yasam zamanimn Pareto dagilimina
sahip bir rasgele degisken oldugu diisiiniildiigiinde bu dagilimin parametreleri icin en kiiciik kareler
tahminin elde edilmesi ve bu tahmin edicinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisiyle karsilastirilmasi ve hangi
tahmin edicinin kullanilmasi gerektigini 6nermek tahmin problemi i¢in ¢ok onemlidir.

Pareto Dagilimi ilk olarak [13] tarafindan ortaya atilmistir. X rasgele degiskeni, Pareto I dagilimina sahip
ise, sirastyla, olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonu,

f(x)=A8*%" x> B>0,1>0 (6)
F(x)=1-p*x* A

seklindedir. Bu dagilim gercekte Pearson Tip-VI dagilimimin 6zel bir halidir. Hazard (bozulma) orani

h(x) = Ax~" olup azalandir. Pareto I dagilimimn beklenen deger ve varyansi, sirasiyla,
E(X)=18(1-1)", 1>1 €)

Var(X)= g2{A-1F (A-2)f ', A>2 ©)

bicimindedir. Pareto I dagilimi ayn1 zamanda Lomax dagilimi olarak da bilinir. Pareto I dagilimi igin
Pareto 1 (/1, B ) gosterimi kullanilacaktir. Tam 6rneklem durumunda, Pareto dagiliminin parametrelerinin

tahmini konusunda bir¢ok ¢alisma yapilmustir ([1], [10] ve [15] ). Orneklemin ilerleyen tiir tip-II sagdan
sansiirlii olmas1 durumunda ise Pareto dagilimi i¢in parametre tahmini konusunda yapilan bazi ¢alismalar
[8], [9] [14] ve [17] bigiminde gosterilebilir.

Bu ¢aligsmada, Pareto dagiliminin parametrelerinin ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklemlere dayali
en ¢ok olabilirlik (ECO) ve en kiiciik kareler (EKK) tahmin edicilerinin yanlari, hata kareler ortalamalari
ve varyanslart Monte Carlo simiilasyon ¢alismasiyla karsilastirildi.

Bu c¢alismanin ikinci boliimiinde, Pareto ] (/1, ,B) dagilimimin bilinmeyen parametrelerinin ilerleyen tiir

tip-II sagdan sansiirlii 6rnekleme dayali en ¢ok olabilirlik ve en kiiciik kareler tahmin edicileri elde
edilmistir ve bu tahmin edicilerin karsilastirilmasinda Monte Carlo simulasyonu kullanilmisgtir.
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2. Pareto Dagimimmn Parametrelerinin ilerleyen Tiir Tip-II Sagdan Sansiirli Orneklemlere
Dayah Tahmini

Bu boliimde, Pareto dagiliminin parametrelerinin ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklemlere dayali
en ¢ok olabilirlik ve en kiiciik kareler tahmini konusu incelenecektir.

2.1. En ¢ok olabilirlik tahmini

< X®  ParetoI(A,) dagilimna sahip bir kitleden ahnmus ilerleyen tiir tip-II

2:m:n mm:n

XR < xR

sagdan sansiirlii orneklem olmak iizere (1) ve (6) kullanilarak log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi
elde edilir.

logL(,[J’,/llxR)z

Lm:n

(10)
10gA+mlog/1+n/110g,[J’z ( (R +1)— 1)log( X ), LB<xt <xy  <oe<xh
Burada x" = (xfm:n X ey X ) ve A, (2)’de tammlandig gibidir. Log-olabilirlik fonksiyonunun

A ve B ’ya gore tiirevlerinin 0 ’a esitlenmesi sonucunda A ve S parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
tahmin edicileri sirasiyla asagidaki gibidir.

B lmn (11)

m

z (R +1)10g nlog(ﬂ)

bicimindedir [11].

A= (12)

2.2. En kiiciik kareler tahmini

X, ParetoI(A,) dagilimma sahip bir rasgele degisken ise Z = Alog(X)—Alog(B) rasgele
degiskeni, 1 ortalamali iistel (standart {istel) dagilima sahip bir rasgele degisken olur.

XE . Paretol (/1 ,3) dagilimmdan alinmus ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii s. sira istatistii olmak

s:min

iizere ZX —/Hog(X K ) Alog(B). standart iistel dagilimdan alinmus ilerleyen tiir tip-IT sagdan

sm:n

sansiirlii s. sira istatistigidir.

R

X X e X Pareto I(A, B) dagihmindan aliman ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii Srneklemin

gozlenen degerleri olsun. Bu calismada ama¢ Paretol (/1, ,3) dagihminin A ve [ parametrelerini
tahmin etmektir. Bunun icin

zt ., =Alog(x% )-Alog(B)+e, (13)

regresyon denklemi g6z niine alinsin. Regresyon denklemini tahmin etmek icin gerekli olan z*

s:mn

orneklem degeri, bilinmeyen A ve S parametrelerine bagh oldugundan 7% degeri gozlenemez ancak

simn
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z% degeri yerine tahmin degeri kullailabilir. Bu cahismada z*

s.mn s.m:n

‘nin tahmin degeri olarak standart
tistel dagilimdan alinmis ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii sira istatistiklerinin beklenen degerleri
kullanilmistir.  Yani, z° =F (ZR ) seklindedir. Burada E(ZR ) degerleri  (3) esitligi ile

hesaplanabilir. Weibull dagiliminin parametrelerinin tahmini i¢in gelistirilen yontemden [11] faydalanarak
A ve [ parametreleri tahmin edilebilir. (13) ile verilen regresyon denklemi parametrelerine gore lineer
degildir. Bu calismada A ve [ parametrelerinin en kiigiik kareler tahminlerinin elde edilmesinde
Marquardt algoritmasi [11] kullanilmustir.

3. Simiilasyon Calismasi

Pareto (/1, Joj ) dagilimindan ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem elde etmek i¢in [3] tarafindan

oOnerilen algoritma kullanilabilir. Bu algoritma asagida verilmistir.

W,,W,,...,W, bagimsiz ve Diizgiin(O,l) dagilimindan alinmig m birimlik bir 6rneklem ve

V.=W, ™" i=12,...,m (14)

1 1

olmak iizere

Ut =1-vV -V

iim:n m—i+l ?

i=L2,....m (15)

biciminde U}

wmn

rasgele degiskeni tammlansin. Bu durumda UR <UX <...<U®  Diizgiin(0,1)

Lm:n 2:m:n m:m:n

dagilimindan alinmig R = (RI,RZ,...,Rm) sansiir semal1 ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem

olmaktadir. Son olarak X} =F™ (U R ), i=1,2,...,m rasgele degiskeni tanimlansin. Burada F’ - (),

rmn mn
sayr lretilmek istenilen siirekli dagilimin, dagilim fonksiyonunun tersidir. O zaman
xR <Xy << XN

Lim:n 2:m:n mm:in °

siirekli F' dagilimindan alinmig R sansiir semali ilerleyen tiir tip-1I sagdan

sansiirlii orneklem olmaktadir [3].

Pareto dagiliminin parametrelerinin ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklemlere dayali en ¢ok
olabilirlik ve en kiigiik kareler tahmin edicilerinin performanslarini yan, varyans ve  HKQO bakimindan
incelemek ve karsilastirmak igin, A, 5, n,m,R ve k degerleri i¢in Pareto(A, 8) dagilimindan ilerleyen

tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem alinarak 15000 tekrarli simiilasyon ¢alismasi sonucunda elde edilen
sonuclar Cizelge 1 ve Cizelge 2 ’de verilmistir. Bu tablolardan elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

4. Sonug ve oneriler

Bu caligsmada, Pareto dagiliminin parametrelerinin ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklemlere dayali
en ¢ok olabilirlik (ECO) ve en kii¢lik kareler (EKK) tahmin edicilerinin yan, HKO ve varyanslarina iliskin
bir Monte Carlo simiilasyon ¢alismas: yapildi ve elde edilen sonuc¢lar Ekler boliimiindeki Cizelge 1 ve
Cizelge 2 *de verilmistir. Bu tablolardan elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

e 1 sabit tutulup m arttirildifinda, A ve S parametresinin ECO ve EKK tahmin edicilerinin yanlari
ve HKO ’lar1 azalmaktadir.
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e  Biitiin sansiir semalari i¢in, £ *min EKK tahmin edicisinin yan1 ve HKO ’s1, ECO tahmin edicisinin

yanina ve HKO ’sina gore daha biiyiik elde edilmistir. Dolayisiyla degisik sansiir semalar1 i¢in £ i¢in
ECO tahmin edicisinin kullanilmasi gerektigi onerilebilir.

e  Biitiin sansiir semalari i¢in, A 'nin EKK tahmin edicisinin yan1 ve HKO ’s1, ECO tahmin edicisinin
yanina ve HKO ’sina gore daha kiigiik elde edilmistir. Dolayisiyla degisik sansiir semalari i¢in A icin
EKK tahmin edicisinin kullanilmas1 gerektigi onerilebilir.
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